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Halmazelmelet

» Alapja a tartalmazasi relacio: x € H

» Muveletek:
» Unio: AUB
» Metszet: ANB
» Kulonbseg: A\ B
» Szimmetrikus kiilonbség: A A B = (A\B) U(B\A)
» Descartes szorzat: A X B

» Hatvanyhalmaz: P(4) (A minden részhalmazanak halmaza)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Halmazelmelet

» Spec halmaz: az ures halmaz: @

» Definialas: Set-builder notation: {x | ®(x) }
Ahol x valtozo, ® pedig egy igaz/hamis érteket ado
kifejezes. Az igaz érteket ado x-ek az elemei az eredmeény
halmaznak.

» Megjegyzés a Descartes-szorzathoz:
AXB={(a,b)|la€A NDbEB}

Azaz A x A elemei (a, a) parok: meg tudjuk duplazni az
elemeket...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Halmazelmelet

» Halmazok halmazai...

Csomo kesobbi paradoxon szarmazik abbol, ha feltesszuk,
hogy a halmazok halmazai is automatikusan halmazok.

Ennek elkerulésere:

» Class (osztaly): halmazok ,,gyljtemenye”, de maga nem
halmaz! Van egy tulajdonsag, ami minden elemére igaz.

» Néha szigorubban: az elemei semmilyen mas halmaznak nem
elemei (proper class).

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Snitt...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Formalis rendszerek

» Formalis rendszer: kicsit nehezen definialhato fogalom:
az absztrakt gondolkodasnak, matematikanak egy rendszere.

» Tartozik hozza egy formalis nyelv, ami ezt reprezentalja, amine

» Szimbolumok véges sokasaga

» Nyelvtan: ami megmondja, hogy a szimbolumokbol hogyan lehet értelmes
kifejezéseket (well-formed formulas) épiteni,
illetve egy adott kifejezés értelmes-e az adott rendszerben

» Axiomak egy véges halmaza
mindegyik axiomanak ertelmes formulanak kell lennie.

» Inferencia szabalyok, atalakitasi szabalyok:
olyan ,,fuggvények”, amik egy értelmes kifejezésekbol
masik értelmes kifejezést hoz létre.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Logika

» Propositional Logic (itéletlogika):

» Adottak propoziciok, itéletek (allitasok), amik tovabb nem
bonthatoak.

» Ezeknek két ,ertéke” lehet: igaz vagy hamis.

» Ezekbol épitiink bonyolultabb kifejezéseket, a logikai
muveletekkel (connectives, junktorok):

» Negacio (—)

» Es (A)

» Vagy (V)

» Implikacio (-)

» Ekvivalencia (=, ©)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Logika

» Propositional Logic (itéletlogika):

» Zart a fenti mlveletekre:
barmely miivelet alkalmazasa propoziciokra Ujra egy propozicio.

» Kovetkeztetés (argument): propoziciok egy listaja, ahol az utolso kovetkezik az
elozoekbol.

» A propozicios logika egy formalis rendszer, ahol:
» Aszimbolumok az elemi propoziciokat jelolik
» Anyelvtan a logikai junktorokbol all
» Az axiomakat igaznak fogadjuk el

» Az inferencia szabalyok a kovetkeztetések,
a kovetkeztetéssel kapott propoziciok a tételek

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Logika

» A kovetkeztetési szabalyoknal hasznalt jelolés a turnstile:

P + Q: P maga utan vonja Q-t, azaz ha P minden eleme egy tétel, akkor Q is az.

» Ao alkalmazasa az egész konstrukcionak, hogy belassa két formularol a
kovetkeztetési szabalyok sorozatos alkalmazasaval, hogy ekvivalensek-e. Ez a
bizonyitas.

» Egy ilyen logikai rendszerrol (kovetkeztetesi szabaly rendszerrol) ket dolgot
célszeru bizonyitani:

» Soundness (értelmesség): a szabalyok nem mondanak ellent
» Teljesség: nincs sziilkség mas szabalyra, hogy barmilyen bizonyitast végigvih

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Logika

Kiterjesztesek:

» Elsorendu logika:
logikai fliggvények: pl.: P(x), Q(X, V)
kvantifikaciok: hivatkozas elemi objektumok egy csoportjara, amelyek alanya
propozicioknak, de maguk nem lehetnek fliggvények, vagy propoziciok

» Egzisztencialis: Ix(P(x)): létezik olyan x, hogy P(x) igaz,

» Univerzalis: vx(P(x)): minden x-re P(x) igaz.

» Magasabb rendu logika:
A kvantifikacio propoziciok illetve fliggvények felett is torténhet, illetve eze

halmazai felett is!

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Snitt...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




A-kalkulus

» Formalis rendszer, amely csak a fliggveny absztrakciot es
alkalmazasat valositja meg.

» Uttorsi: Alonso Church
és tanitvanyai: Stephen Kleene és John Barkley Rosser

» A nyelvtan elemei:
» Valtozo szimbolum, pl.: x
» Lambda absztrakcio, pl.: Ax.x?
» Lambda alkalmazas, pl.: f x, tehat pl.: (Ax.x2%) 4 - 16

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




A-kalkulus

Tulajdonsagok:

» «a — ekvivalencia: a paraméter valtozo (bound variable) szimboluma
szamit, ezek azonosak: Ax.x? = Az.z?

» [ — redukcio: a fuggveny alkalmazas nem mas, mint valtozo csere a

2 2
lambda hasaban: (szxti) 4 = ;j

feltéve, hogy a behelyettesitendo valtozo neve nem litkozik egy a lamdbaban mar
hasznalatban levovel.

» n —ekvivalencia: Ax.fx = f

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




A-kalkulus

Egy ,,jol viselkedo” formalis rendszerben vannak normal formak, amik
tovabb nem egyszerilsithetoek az atirasi szabalyokkal.

A A —kalkulus nem ilyen, van olyan alakzat, amire végtelen sokszor lehet

alkalmazni a f — redukciot:

(Ax.x x) (Ax.x x) = (Ax.x x) (Ax.x x)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



A-kalkulus

» A természetes szamok és az alapmlveletek reprezentalhatoak:

0:=Af . Ax .x
1=Af Ax.f x
2:=Af Ax.f (f x)
3:=2f 2x.f (f (f X))
n=Af.Ax.f"x
» Ezek magasabb rendi fliggvények; egy tetszoleges f-et n-szer alkalmaznak

x-re: 3fx=f(f(fx))

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




A-kalkulus

» 1-el nGvelés (succ): Hasonloan a bool logika, lista
M Af2x. f (n f x) muveletek is kodolhatoak

» Osszeadas f™(x) = f™(f*(x)):
mAnAf . Ax.mf (nf x)

» Szorzas: f™"(x) = (f™)™ (x)
Am.An.Af. m(nf)

» Exponencializalas:
a def szerint: n f x = f™ x, és ebben f - m,x - f cserével kapjuk:
Am. An.nm

» 1-el csokkentés (pred):
M Af.Ax.n (Ag.Ah.h (g ) ) (Au.x) (Au.u)

» Kivonas: Am.An.(npred) m

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



https://en.wikipedia.org/wiki/Church_encoding

A-kalkulus

A legérdekesebb konstrukcio talan a rekurziv fliggvények kodolasa

» Y-kombinator:
Y = 1g. (Ax.g (x x)) (Ax.g (x x))

» Két B — redukcio utan ugyanis (l. tavaly): Y f = f (Y f)
Folytatva: Y f=f (Y ) =f (f (Y f))

» Az Y-nal kompatibilis rekurziv fuggvényt ugy kell definialni, hogy az
els6 argumentuma egy fliggvény, ami sajat maga lesz:

Factorial_proto == Af.An.(n==1?1:nX(ff(n—1)))

» A valodi faktorialist ezek utan az Y alkalmazasaval kapjuk:
Factorial := Y Factorial_proto

Pl.: Factorial 4 — 24

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



A-kalkulus

Y =Af.(Ax. f (Ay. xxy)) (Ax. f (Ay. xx y))
ha alkalmazzuk egy g fliggvenyre, ami rekurziv: 1g.4a.[g (h a)]

A -(Ax. f (y. xxy)) (Ax. f (Ay. xxy)) (A4g.4a.[g (ha)]) n

— (Ax.(4g.2a.[g (ha)DAy. xxy)) (Ax. (Ag.2a.[g (ha)])(Ay. xxy)) n
(Ag.2a.[g (ha)])(Ay.(Ax'.(Ag". Aa’.[..DAY'. ' x"y)) (Ax'.(Ag’. Ad".[.. )Y x'x'y)) v) n

Aa.[(Ay.(Ax'.(Ag'. 2a’.[..DQAy'. x'x'y") (Ax'.(Ag". 2a’.[..]D(Ay". x'x"y")) ¥) (ha)] n
[(Ay. (Ax’. (Ag'.2a’.[...]D(Ay’". x’x’y’)) (Ax’. (Ag'.Aa’.[...])(Ay’". x’x’y’)) y) (hn)]

(Ax'.(Ag". Aa'.[.DQY". x'x'y"))(Ax".(Ag". 2a’.[..D(AY". x'x'y")) (hn) ..

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G. /




A-kalkulus

A rekurziok és a normalformara redukalhatatlan kifejezések
osszefiiggésben allnak azzal, hogy a A — kalkulus, mint logikai rendszer
inkonzisztens.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



https://en.wikipedia.org/wiki/Deductive_lambda_calculus#Logical_inconsistency

Snitt...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

Uttordk a Logika korai szakaszabol: Arisztotelész, Ockham, Leibniz

A formalis logika kidolgozoi: Boole, De Morgan, Frege, Peirce, Peano

A 20. szazad elején Whitehead és Russell Principia Mathematica miive
nyilvanvalova tette, hogy a matematika jo része kifejezheto a formalis logika
eszkozeivel.

Ez vezette David Hilbertet, hogy kitlizze egy olyan teljes és konzisztens formalis
rendszer létrehozasat, amelyben minden allitasrol ,,hatékonyan eldonthet6”, h
igaz, vagy hamis. (Entscheidungsproblem)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.


https://en.wikipedia.org/wiki/Principia_Mathematica

Torténelem

Az ordog természetesen a részletekben rejlik:
Mi minosul hatékonynak? Mi az eldontés folyamata?

Tovabba: a kitlizés feltételezi a teljességet, hogy minden allitasrol bizonyithato
vagy az hogy igaz, vagy az hogy hamis

2000 évig nem sikerilt a ,,hatékonyan eldonthet6” definialni, most egyszerre
harom definicio is szuletett ra...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

» Church és tanitvanyai megalkottak a A — kalkulust. Azt allitottak, hogy ami
ebben kifejezheto és normal formara redukalhato, az minoésulhet
kiszamolhatonak (eldonthetonek).

» Godelnek ez nem tetszett, eloallt a ma ,,altalanos rekurziv fuggvények”
csoportjaval. Church tanitvanyai megmutattak, hogy a két megfogalmazas
ekvivalens.

» Alan Turing megalkotta az altalanos szamitas modelljét a Turing gépet, amely
szimbolumokat manipulal egy végtelen szalagon, megadott szabalyok szerint.
Kideriilt, hogy az a kérdés, hogy a gép vegere ér-e a feladatnak (Halting
Problem) ekvivalens a fenti megfogalmazasokkal.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



https://en.wikipedia.org/wiki/%CE%9C-recursive_function

Torténelem

A fentieknek két fontos kovetkezmenye volt:

» David Hilbert programja az eldontheto logikai rendszerrel nem megvalositha
A legvegso itéletet Godel nem-teljességi tetelei mondtak ki:

1. Minden formalis rendszerben, ami elég gazdag az aritmetika kodolasahoz
kifejezheto olyan allitas, amit se magat, se az ellenkez6jét nem lehet bizonyitani,
ezért ezen rendszerek nem teljesek.

2. A fentihez hasonlo rendszer nem tudja bizonyitani a sajat konzisztenciajat.

» Valamit kezdeni kellett a paradoxonokkal, amik a logikaban ellentmondasokat,

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Torténelem

A logikaban Russel paradoxona valt hiressé:

» Legyen H egy halmaz, aminek elemei azok a halmazok, amik nem tartalmazz
sajat magukat.

» Ha H nem eleme sajat maganak, akkor a definicio szerint tartalmaznia kell
sajat magat, ami ellentmond a definicionak...

A probléma itt az, hogy a predikatum sajat magara vonatkozik.

Az analog eset a A — kalkulusban az onreplikalo, onhivatkozo kifejezes...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Torténelem

Tovabbi fontos észrevetelek deriiltek ki:

» Ha egy logikai rendszer elég osszetett ahhoz, hogy reprezentalni tudja a
szokasos szamolasi miiveleteket, akkor nem tudja megoldani a sajat Halting
Problem-jét (pl. Normal formara hozast).

» Ha megszoritjuk a rendszert (pl. kivesszik a rekurziot), akkor a Halting
Probléma trivialis lesz (minden Normal formara hozhato), de bizonyos
szamolasokat nem tudunk kifejezni...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

A logikai paradoxonok feloldasara ket torekveés vezetett sikerre:

» A halmazelmeéleti axiomak és a kapcsolodo formalis rendszer megszoritasa:
ez a Zermelo-Fraenkel-féle halmazelmélet (a kivalasztasi axiomaval egyiitt
ZFC), ez a modern halmazelmélet alapja.

» Tipusok bevezetése, hogy elkiilonitsék, hogy milyen propozicié milyen fajta
elemek halmazan hathat.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Torténelem

A paradoxonoknak tobb oka lehet:

» Anyelvi és a metanyelvi konstrukciok osszekevereése: Richard paradoxon

» Korlatozatlan hivatkozas a set-builder jelolésben: Russel paradoxon

» Onmagara hivatkozas / nem létez6 kifejezésre hivatkozas a definicidban,
amibol ellentmondas kovetkezik:
Hazugsag paradoxon: “amit mondok hazugsag”, és hasonloak.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.


https://en.wikipedia.org/wiki/Richard's_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Russell's_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Liar_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Russell's_paradox#Applications_and_related_topics

Torténelem

A paradoxonok feloldasa az, hogy:

» megkllonboztetjlik, hogy a predikatum milyen kifejezésekre hat, és azoknak m
tulajdonsagai vannak, ezt fejezi ki a tipusuk,

» Illetve szamon tartjuk a bevezetett szimbolumoknak az atirasok soran torténo
esetleges, a definiciojuk elé kerllését (scoping).

A Russel paradoxon pl. igy irhato:
R={x|x €&x}.

A ¢ jel ket oldalan kulonbozo tipusu dolgoknak kell allniuk: az egyik a masiknak a

kollekcioja, halmaza, de a két oldal ,,rangja” kulonbozo kell legyen. A halmazokna
halmaza ismét egy mas tipus kell legyen. Ezért ugyan az a szimbolum nem értelm
€, ¢ jelek ket oldalan.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Snitt

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

Alapveto tulajdonsagok:

» A formalis nyelvet a korabbiakon kiviil kiegészitjuk:
minden kifejezéshez tartozni fog pontosan egy tipus:

x: T példaul: 2 : integer

» Egy ilyen megallapitast tipus itéletnek (typing judgement) neveziink.
Ha : bal oldalan osszetett kifejezes all, akkor a teljes kifejezés csak akkor
ertelmes, ha az alkifejezések is ertelmesek és tipussal ellathatoak!

» pl.: 2 + true nem lathato el tipussal...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

Ahhoz, hogy a tipusokat az operatorokra meg tudjuk hatarozni, a formalis
rendszert ki kell egésziteni tipusiteletekkel.

.. . , , .., Kiindulasi tipusitéletek
Ezeket a kovetkezo formaban 1rjak: P

Eredmény tipusitélet

Példaul: : azaz 42 tipusa egész szam. (itt nincs kiindulasi felteves)
42 :integer

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

A fuiggvenyek tipusanak leirasahoz a — operatort hasznaljuk:

Példaul: — : : (itt nincs kiindulasi feltevés)
+ : integer — integer — integer

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

A — operatort Curry-zetten kell erteni:

A tobb argumentumu fliggvények tekinthetoek ugy, mintha minden egyes
argumentum megadasakor egy egy argumentumu fliggvenyt értekelnénk ki és e
uj egy argumentumu fliggvényt kapnank vissza.

Példa:

+ : integer — integer — integer
3+4 elso6 lépésben:

(3+) : integer — integer
majd:

A — operator tehat jobbra asszociativ, azaz:
A-B->(C=4->(B-C0C)

(3+)4 : integer

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Tipuselmelet

A fuggvenyalkalmazas tipusitélete:
f+tA—>B x:A
fx:B

Ez alapjan az elozo6 példa (3+4) tipusanak levezetése

(ahol komolyan vessziik, hogy a fliggvény alkalmazas csak siman az utanairas):

+ : integer — integer — integer 3 : integer
+ 3 :integer — integer 4

+ 3 4 : integer

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

A valtozoknak is meg kell mondani a tipusat. Ez kiilonboz6 kornyezetben mas €
mas lehet, ezért bevezetjik a kontextus fogalmat, ami szimbolumok
tipusitéleteinek sorozata:

I' = {x : integer, f : integer — integer }

Ekkor a tipushozzarendelési jelolésiinket ki kell egésziteni:
[Fe:T

amit ugy kell eérteni, hogy e tipusa T, ha az e-ben elofordulo szimbolumoknak min
van tipusa I'-ban.

Az ehhez tartozo tipusitélet: , ahol x szerepel I'-ban és tipusa T.

Fx:T

Most minden tipusitéletet at kell irnunk, pl.: :
I' 42 :1nteger

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Tipuselmelet

A fuggvények bevezetése (Ax.e tipusa, ha x tipusa T és e tipusa U)

'x:Tre:U
' +(Ax:T.e): T>U

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

» Egyediseg:
minden kifejezésnek legfeljebb egy tipusa lehet. Elkepzelheto,
hogy egy kifejezést nem lehet ellatni tipussal, ez a tipushiba.

» Ertelmesség (soundness):
ha egy kifejezés tipusa meghatarozhato, akkor az a kifejezes
kiertekelheto, s az eredmeny tipusa az, amit meghataroztunk.

» Teljesseg (completeness):
Minden ellathato tipussal, ami nem eredményez hibat
kiertékeléskor? (kifejezokepesseg) Rovid olvasnivald

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.


http://stackoverflow.com/questions/21437015/soundness-and-completeness-of-systems

Tipuselmelet

Ha a korabban targyalt A — kalkulust ellatjuk a bemutatott
tipusrendszerrel, akkor egy logikailag konzisztens rendszert
(simply typed A —calculus) kapunk, ami mindig normal formara
hozhato (strongly normalizing),

azonban ekkor az Y kombinator és mas onhivatkozo kifejezések nem
lathatoak el tipussal...

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

Alapveto6 tipuskombinatorok:

» Osszegtipus: A+ B (tagged union, variant, ...)
Vagy egy A vagy egy B tipusu elemet tartalmaz
(vagy egyikbol, vagy masikbol hozhato létre)

» Szorzattipus: A X B (tuple, record, ...)
Egy A és egy B tipusu elemet tartalmaz

(1-1 ilyen ertekbol hozhato létre) A typing rule-ok megtalal
Benjamin C. Pierce ,,
Programming Languages”

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Tipuselmelet

Ha bevezetjuk a tipusbeli elemszam jelolésére |A|-t, akkor:
|A+B| = |A| + |B|
es

|Ax B| = |A] - |B]

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Tipuselmelet

A fliggvény tipus elemszama az elemszamok exponencialisaval fiig
ossze:
A Bl = |B4| = B|"A

amit ugy kell érteni, hogy osszesen ennyi kiilonbozo fliggvény
létezhet az adott tipusokra.

Tipusok derivalasa: link
link

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



http://strictlypositive.org/diff.pdf
http://stackoverflow.com/questions/9190352/abusing-the-algebra-of-algebraic-data-types-why-does-this-work

Torténelem

1935: Gerhard Gentzen létrehozott egy rendszert, aminek Natural Deduction lett
a neve. Az uj otlet, hogy az atirasi szabalyoknak Bevezetési — Eliminacios
parokban kell lenniuk:

» Bevezetési szabaly:
milyen koriilmények (premisszak) esetén tételezheto fel egy adott logikai
operator (pl.: ha A és B is igaz, akkor irhatunk A A B-t).

» Eliminacios szabaly:
Milyen kovetkeztetésekben lehet felhasznalni az adott operatort
(pl.: ha A és A A B igaz, akkor B is igaz kell legyen).

Példa: 1 — absztrakcio és alkalmazas par

Ezekkel elkeriilhetoek a logikai hurkok.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

1934 Haskell Brooks Curry vette észre, hogy

» A flggvények tipus szignaturaja implikacioként is értelmezhet6
és ekkor minden fuiggvénytipus egy bizonyithaté allitast jelent.

» Forditva: minden bizonyithato allitashoz létezik egy fliggvénytipus.

» Tovabba hasonlo megfeleltetés van a kifejezések és a bizonyitasok kozott is.

1969 William Alvin Howard tovabb tudta vinni az elképzelést:

» ugyanilyen megfeleltetés van Gentzen természetes dedukcios rendszere és az
egyszer( tipusos A — kalkulus kozott,

» valamint a kifejezések kiértékelése megfelel logikai bizonyitasok
egyszerlsitésének.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

Howard vizsgalta meg, hogy mi felel meg az alapveto logikai junktoroknak:
» A Vv B felel meg az 6sszegtipusnak
» A A B felel meg a szorzattipusnak (Descartes-szorzat)

» A - B felel meg a fliggvénytipusnak

Maga a tény, hogy az albizonyitasok hogyan kapcsolhatoak ossze
komplexebbekké, mar ismert volt, ez a Brouwer-Heyting-Kolmogorov

interpretacio, de a konkrét kapcsolat a programozaselmélettel Curry és Howard
érdeme ezért az 6 neviiket viseli a:

» Curry-Howard correspondencia

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

Howard az eredeti cikkében még tovabb megy:

A logikai kvantoroknak is kell, hogy legyenek megfeleldi a tipusok terén
» Egzisztencialis és Univerzalis tipusok

Ma ezeket egylitt dependens tipusoknak nevezziik:
» Ha A: U, ahol A egy tipus, U a tipusok halmaza, akkor
» Tekinthetiink olyan hozzarendeléseket, amik: B : A - U tipusuak, azaz

» Egya: Aértékhez egy B(a) : U tipust rendelnek.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

A Curry-Howard megfeleltetés vonalan alkotta meg Jean-Yves Girard és John
Reynolds a System F (vagy polimorfikus A — kalkulus) rendszerét, majd ennek
alapozasat folytatta Per Martin-Lof amibdl Intuitionistic Type Theory-nott ki.

» AII — tipusok felelnek meg az univerzalis kvantifikacionak:
Olyan dependens tipus, ami egy értekhez tipust rendel:
Példaul a T tipust tarolo, n elemi tombok halmaza

nVector(T n) < Vvn €N.T:U — Vector(T,n) : U  Ha nincs fiiggdség, a
fuggveénytipusra egy

» AX — tipusok felelnek meg az egzisztencialis kvantifikacionak:

z List(T,n) <= 3n € N . List(T,n) : U

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Torténelem

A System F baja, hogy az atirasi szabalyok erésen normalizalnak, de a
tipusitéletek nem eldonthetoek...

Altaldnosan: a dependens tipust nyelveknek egyensGlyozni kell a tipusrendszer
kifejezokeépessege és eldonthetosége kozott.

Az egész gondolatsor kovetkezménye az volt, hogy a kiilonboz6 logikai rendszerek
kiilonbozo A — kalkulusoknak felelnek meg, ez tovabbi tipusrendszereket
inspiralt, és létrehozta a bizonyitas-segédek (proof-assistants) terliletét a
programozason beldil.

» A System F modositasaira (Hindley-Milner) épiil ma a Haskell és az ML
nyelvcsalad, F#, az otletek tovabb szivarogtak a Java-ba és a C#-ba,

» A Martin-Lof elméletre a Coq, Agda, Idris és mas bizonyitassegédek.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Torténelem

A logika és a programozas elmélet kéz a kézben fejlodott innentol kezdve.
Kiilonbozo felépitésl logikak megfeleltetését sikerilt belatni klilonbozo
programozasi konstrukciokkal. Egy példa:

» Modalis logika:
Megkiilonbozteti a propozicidokat aszerint, hogy

» Altaldban, valdszin(ileg igazak, vagy

» Sziikségszerlen, mindig igazak.

» Monadok a funkcionalos programozasban:
Szekvencialis, allapottal miikodo és esetlegesen side-effektusokkal
(exception, I/0) jaro szamitasok reprezentalasa, komponalasa
Ezekkel mikodik a Haskell és mas funkc. Nyelvek 1/0 modellezése

Kiderul, hogy a ketto kozott hasonlo megfeleltetés tehetd, mint a korabbiak

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Snitt

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

Az algebra vizsgalata elég messzirol indult, olyan problémak motivaltak,
mint:

» Linearis egyenletrendszerek megoldasa — Linearis Algebra

» Polinomialis (magasabbfoku) egyenletek megoldasa — Csoportelmélet

Pl.: Modularis aritmetika, Permutaciok, Komplex szamok, Matrixok
muveleti tulajdonsagai.

A XX. szazad elején ide is betort az axiomatizacio és a ,,nagy kép”
osszerakasanak igénye.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Absztrakt algebra

Axiomatizalas: mi kell egy algebrai struktura leirasahoz?
» Van egy (vagy esetleg tobb) alaphalmaz (underlying set)
» Adott egy vagy tobb muvelet az alaphalmaz(ok)on

» Adott néhany axioma, hogy milyen tulajdonsagokat kell, hogy
teljesitsenek a mlveletek.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

Minimalis példa:

» Egy S halmaz, miveletek és axiomak nélkul©
Kevésbé minimalis példa:

Magma:

» Egy S halmaz felett egyetlen binaris miivelet, amire zart a halmaz.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

A fizikaban az algebrai strukturak koziil legalapvetobb szerepet a csoportok
jatsszak.

Csoport:

» Olyan algebrai struktura, amelyen egy darab kétvaltozos mivelet van
(amit altalaban szorzas jellel jeloliink).

Csoport axiomak:
» Zartsag: a szorzas nem visz ki a strukturabol, azaz Va,b € G. Ja-b € G
» Asszociativitas: a-(b-c)=(a-b)-c

» Egységelem:31€G VaeG.1l-a=a-1=a
» Inverz:VaeG3ilateG.a-al=a'tl-a=1

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

A csoportelmelet alkalmazasi teriiletei a fizikaban sokrétliek, ami abbol
ered, hogy:

» A fizika alapveto strukturai a megmaradasi tételek,
amelyek bizonyos mennyiségek bizonyos transzformaciokkal szembeni
valtozatlansagat fejezik ki

» A transzformaciok altalaban éppen a csoportaxiomakat teljesitik

» Ha ismert a csoportstruktura, akkor szamos ekvivalencia relaciot
lehet levezetni, amikkel a modellek komplexitasa jelentosen
csokkentheto

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Absztrakt algebra

Group-like structures
Totality” Associativity Identity  Divisibility Commutativity
Semicategory Unneeded Required Unneeded Unneeded Unneeded
Category Unneeded  Required Required Unneeded Unneeded
Az absztrakt Groupoid Unneeded Required Required Required Unneeded
algebra szamos Magma Required Unneeded Unneeded Unneeded Unneeded
stru I.<tL'|ra . Quasigroup Required @ Unneeded Unneeded Required Unneeded
;E; t?é ?E:;:i’?;t Loop Required  Unneeded Required Required Unneeded
Semigroup Required Required Unneeded Unneeded Unneeded
Monoid Required Required Required Unneeded Unneeded
Group Required Required Required Required Unneeded
Abelian Group Required Required Required Required Required
*a Closure, which is used in many sources, is an equivalent axiom to totality, though defined differently.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehet u.
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Set

f

Magma: Set w/ closed bin. op.

f

Semigroup: Magma whose hin, op. is associative

f

Monoid: Semigroup w/ identity

Absztrakt algebra

Topological Group: Group w/ topology T

Group: Monoid w/ inverses

f

Abelian Group whose hin. op. is commutative

!

Ring wio unity: Abelian group wi 2nd kin. op., underwhich it is semigroup

T

> Ring: Ring w/o unity whose 2nd bin. op. forms a monoid

AN

Commutative Ring: Ring whose 2nd hin. op. is commutative

Lie Group: Atop. group that is a manifold

-
-

-

- Lie Correspondance

-
-

e

Lie algehbra: Algebra whose multiplication follows Jacaobi identity

/ Module: Ahel. Group w/ scalars from a ring

Algebra: Module w/ multiplication between elements

Free Module: Module w/f basis By definition

ray thearem Division Ring: Ring w/ multiplicative inverses for nonzero elements /

Integral Domain: Commutative ring with no zero-divisors

\

Unique Factorization Domain: Int. Domain where factorization is unique

A
kY
\\‘ If prime ideals are maximal By theorem
4

Principal Ideal Domain: Int. Domain where all ideals are generated by 1 element

“ector Space; Module whose scalarring is a field

A
Associative Algebra: Algebra whose mult. is associative

Field: commutative division ring; integral domain w/ inverses

/

Crelered Field: Field with an ordering preserved by the operations
Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G. 59
T By thearem

he) Complete Ordered Field=Real bers: Ordered field with LUB rt
(The) Complete Ordered Fie Bal umuers: Ldered Nete Wi property Euclidean Domain: Int. Domain w well-defined Euclidean algaorithm




Absztrakt algebra

Tovabbi fontos strukturak meg:

» A gylrd tipusuak:

» Az S halmaz felett két binaris operator van, + és - jellegl, ahol az
axiomak:
» S az +-ra nézve abel csoport, tehat kommutativ, asszociativ,
egysegelemes és inverzes
» S a --ra nézve monoid: tehat asszociativ és egységelemes

» + és - disztributiv: a-(b+c¢) =(a-b) + (a - c)

» Ha osztani is lehet: division ring (ferdetest)

» Ha a szorzas kommutativ €s osztani is lehet: field (test)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

Vektorterek:

» Ha F egy test akkor V vektorter F felett, ha:
» V egy abel csoport az 0sszeadasra nézve

» V-n van egy szorzasmduvelet -, ami egy F és egy V-beli
elemet szoroz ossze es eredmenye V -beli. Ez a szorzas:

» Egységelemes VV-ben
» Kompatibilis az F-beli szorzassal *: a- (b-v) = (a*b) - U
» Disztributiv mind az F, mind a V-beli 0sszeadasra nézve.

» Ha F nem test, csak gyuru, akkor ezt module-nak (modulusnak)
hivjak.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Absztrakt algebra

Ha a vektortéren skalaris szorzat is van:

» V xV — F, akkor V egy normalt vektorter.

Ha van értelme arrol is beszélni, hogy két elem kozel van egymashoz:
» Topologikus vektortér

Ha még minden Cauchy-sorozatnak letezik hataréertéke:

» Teljes Topologikus Vektortér

» Példak: Banach-terek és Hilbert-terek.
Utobbi igen fontos a Kvantummechanikaban.

Ha a vektortéren van szorzas a vektorok kozott (pl. vektorialis szorzat
3D-ben), akkor algebrat kapunk. Példak: komplex szamok, kvaterniok.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

Egyetlen hatuliitoje van az Absztrakt Algebrai
megkozelitésnek:

» A strukturakat altalaban onmagukban, minden mastol
izolaltan targyalja

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Absztrakt algebra

Azert ennel arnyaltabb a kep, peldaul:

» Csoporthomomorfizmusok:
Olyan transzformaciok (fuggvények), amik egyik csoportbol a masikba
képeznek, mikozben a strukturat megtartjak

» Legyen G(S, -) és H(P, =) két csoport

» ¢: G - H homomorfizmus, ha teljesul hogy:

$(g1 - g2) = ¢(g1) * P(g2)

» Ebbol kovetkezik, hogy az egységelemet egységelembe, az
inverzet inverzbe képzi: ¢p(g~1) = p(g)~?

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




A kulcs szoosszetéetel: ,,struktura tarto leképezesek”

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmeélet

Az absztrakt algebrai strukturak vizsgalatanak masik
megkozelitése a strukturak kozotti megfeleltetesek
absztrakt vizsgalata.

Azaz:

» hogyan képezhetiink at egyik strukturabol a masikba ugy,
hogy a szerkezetet (axiomak, muveleti tulajdonsagok)
tovabbra is ervenyben maradnak?

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Minimalis definicio: C egy kategoria, ha:
» Tartozik hozza egy ob(C) osztaly, az objektumok osztalya,

» Tartozik hozza egy hom(C) osztaly, a morfizmusok

osztalya, amelyek ket objektum kozott teremtenek
iranyitott kapcsolatot

» A morfizmusokon létezik egy binaris, asszociativ,
egysegelemes muvelet, amelyet komponalasnak nevezink.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Jelolesek:

» Absztrakt kategoriak maguk: C,D, ...
» Az objektumok: X,Y, ...

» A morfizmusok: f, g, ...

» Az objektumokhoz tartozo identitas morfizmus
(az egysegelem): idy,idy, ...

» A komponalas muvelete: o

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Morfizmusok:

» Izomorfizmus: ha egy morfizmusnak letezik inverze,
amivel komponalva az identitas morfizmust kapjuk.

» Endomorfizmus: ha a morfizmus kezdo és veg objektuma
ugyan az

» Automorfizmus: a fenti ketto egyszerre

» Az 0sszes letezo morfizmus X és Y kozott: hom(X, Y)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmeélet

A konkrét kategoriakat rovid (3-4 betUs) nevekkel jelolik:
» Set:

» A halmazok osztalya, a halmazok kozotti fliiggvényekkel, mint
morfizmusokkal, ahol a fiiggvény kompozicio a binaris muvelet.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Tovabbi konkret Category Objects Morphisms
kateg(') ri ék Mag magmas magma homomorphisms
Man” smooth manifolds p-times continuously differentiable maps
Met metric spaces short maps
R-Mod R-modules, where R is a ring | R-module homomorphisms
Ring rings ring homomorphisms
Set sets functions
Grp groups group homomorphisms
Top topological spaces continuous functions
Uni uniform spaces uniformly continuous functions
Vectx vector spaces over the field K | K-linear maps

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



https://en.wikipedia.org/wiki/Category_(mathematics)#Examples

Kategoriaelmelet

Minden kategoriahoz, C-hez, definialhato a dualis
(ellentétes) kategoria, C°P, amiben a morfizmusok meg
vannak forditva.

Tovabba, a dualizalaskor a morfizmusok kompozicioja is
sorrendet valt:

(feg)P=gcof
(fogeh)? =heogof

Sokszor egy fogalom dualisat a co- elotaggal kepezziik.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet
1
Szorzas: / \

Xl""-f—le}{Xgﬁ#—X

» X = X; XX, ha a jelolt morfizmusok (r, ,) leteznek

» és mindenY, fi, f,-harmasra létezik egyetlen f : Y - X morfizmu
amire a diagramm kommutal.

» f-et ekkor az f; f, morfizmusok szorzatanak nevezziik.

» Ez a mivelet asszociativ.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.
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Kategoriaelmelet / \ \
fl

Ko-Szorzas (0sszeadas): |

Xlﬁ*XlL[Xg:FX

» X =X, + X, ha a jelolt morfizmusok (i, i,) léteznek

» és mindenY, fi, f,-harmasra létezik egyetlen f : X —» Y morfizmus,
amire a diagramm kommutal.

» f-et ekkor az f; f, morfizmusok ko-szorzatanak, osszegének
nevezzuk.

» Ez a mivelet asszociativ.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Kategoriaelmeélet

A legalapvetobb struktura a kategoriak kozott a Funktor:
» A homomorfizmus altalanositasa a kategoriakra
F egy Funktor C —» D kategoriak kozott, ha:

» X EC=>FX)E D
» fX->Y eC=>F(f)FX)-FY)e D

ugy, hogy:
> F(ldX) = ldF(X) vX el

> F(g o f)=F(@F(f)Vf,gel

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

A funktor tehat ugy kepzi egyik kategoria objektumait es
morfizmusait a masikéba, hogy:

» az egysegelemhez egységelemet rendel,

» és megtartja a komponalas miveleti strukturajat

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

A funkcionalis programozasnal végtelen sok példa lesz funktorokra. Most egy f;
» Legyen C egy olyan kategoria, aminek
» az elemei absztrakt rogzitett vektortér bazisok,

» a morfizmusok bazistranszformaciok
(komponalas: egymas utani trafo hatasa)

» Legyen D egy olyan kategoria, ahol a fentiek koordinata reprezentacioi vanna

» F:C — D Funktor, ha az absztrakt bazisokhoz a koordinata reprezentaciokat re
hogy:
» A bazisokhoz a bazisvektorok halmazat,

> A transzformécjé[(hoz albézisvekt,orokat transzformalo matrixokat rendeli
ahol a komponalas a matrixszorzas.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Kategoriaelmelet

Ha most a valasztunk egy vektort, v-t, és E, Funktor a bazisokhoz a
koordinatait rendeli, a bazistranszformaciokhoz a v-t transzformalo mat
akkor mast latunk:

» A bazistranszformacios matrixoknak igazabol az inverzeire van szikség
forditott sorrendben kell oket szorozni:
egy B, és egy B, transzformacio egymasutanja ugy hat a vektorra, hog
B7—1 . B;l

Ha most a valasztunk egy linearis funkcionalt (ami tulajdonképpen a skalé
szorzat fele: egy v-t skalarba visz), ¢-t, akkor a reprezentacio: B; - B

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



Kategoriaelmeélet

A példa segitsegével bevezethetlink ket fogalmat:
» Egy F:C - D Funktor kovarians, ha:

> :X->Y €CoF(f):FXX)>F(Y)€e D

> F(g o f)=F(g)F(f) Vf,g€C

» Egy G: C —» D Funktor kontravarians, ha:
> fX->Y elC->G(f):Gcq¥)->GX)e D
> G(g o f)=G(f)G(g)Vf,geCl

» Azaz, a kontravarians funktoroknal megfordul a morfizmusok iranya és
a komponalas sorrendje.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmeélet

A funktoroknak sokféle jelzojik lehet még, egy fontos:
» Endofunktor: a kiindulasi és a cel kategoria ugyanaz

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmeélet

Exponencializalas a kategoriakban:

» Legyen C egy kategoria, amin létezik a korabban bevezetett sz
objektumok kozott, eés X,Y € obj(C) két objektum C —ben

» Az exponencialis objektum X¥, ha létezik egy morfizmus,
ev: X' XY - X

» Ami univerzalis abban az értelemben, hogy:

VvZ € C-re és m:Z X Y —» X morfizmusra, létezik egyetlen
u: Z - XY agy, hogy

uXidy

IXY XY VX =m=2ZXY > X

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

uXidy ev
IXY —>X'XY—>X=m=ZXxY->X

» Ha ez VX € C-re teljesul, akkor:
hom(Z x Y, X) és hom(Z, XY) kozott
bijektiv megfeleltetées van

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

uXidy ev
IXY —>X'XY—>X=m=ZXxY->X

» Ha ez VX € C-re teljesul, akkor:
hom(Z x Y, X) és hom(Z, X") kozott bijektiv megfeleltetés van

» Funkcionalis programozasban:

» XY XY > X aX - Y fuggvény kiértékelését jelenti az Y argumentumra (eval
» Z - XY a lambda absztrakciot, azaz 1Z:Z —» X¥ morfizmust jelenti

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmeélet

A Funktor struktura egy szinttel feljebb:
» Cat: a kategoriak kategoriaja, aminek
» Az objektumai kategoriak

» A morfizmusai a kategoriak kozti Funktorok

» A Cat morfizmusait (Funktorait) a
Natural Transformation-ok viszik egymasba

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Natural Transformation (NT):
» Ha F és G ket funktor C és D kategoriak kozott, akkor
» n egy NT, azaz morfizmusok egy osztalya, ami

> XEC=>nx:F(X)>GX)€ED

» Ugy, hogy Vf:X - Y € C-re ny o F(f) = G(f) ok

» Maskepp, ez a diagramm kommutal
(mindegy melyik nyilakat kovetjuk F(X)-bol):

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

F(f)

F(X) > YY)

G(X) > G(Y)




Kategoriaelmelet
—
~ F

G

Natural Isomorphism (NI):

» Ha C minden elemére n képe D-ben egy izomorfizmus,
akkor n egy természetes izomorfizmus

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Maguk a Funktorok is tekinthetoek kategoriakent
(Funktor Kategoria):

» Az objektumok a funktorok,
» A morfizmusok a NT-k

» Peldak

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



https://en.wikipedia.org/wiki/Functor_category

Kategoriaelmeélet

Cartesian Closed kategoriak (CCC):

» Ha egy kategorianak minden objektumparjara létezik a
szorzat es az exponencialis a korabban bevezetett
modon, valamint

» Letezik terminalis objektum, amibe minden masikbol
van morfizmus

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmeélet

Monoidalis kategoriak:

» Azt a strukturat probaljak altalanositani, amit a
monoidok tudnak

» Emlékeztetoul: monoid: egy S halmaz felett egyetlen
binaris asszociativ mlivelet, amire a halmaz zart, és
létezik hozza egysegelem.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Monoidalis kategoriak:

» Legyen C egy kategoria, amin
» ®:C x C — C szorzas egy bifunktor (2 argumentum funktor)
» 1 € C egysegelem

» Tovabba létezik 3 természetes izomorfizmus,
amikre ket megfelelo diagramm kommutal (link),

» ezek a szorzat asszociativitasat és az egységelem
viselkedéset irjak le.

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.



http://ncatlab.org/nlab/show/monoidal+category

Kategoriaelmeélet

A Funktorok ereje (Functorial Strength):

» M legyen egy monoidalis kategoria és F: M - M
endofunktor.

» F ereje az a natural transformation, hogy:
>» vQRQ F(w) » F(v Q w)

» Ugy, hogy u@ v F(w) =Fu @ v @ w)
> es1®F(w) =F(w)

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.




Kategoriaelmelet

Ha

» C egy Cartesian Closed kategoria, és még monoid
struktura is van rajta, akkor

» az, hogy F-nek léetezik ereje ekvivalens azzal, hogy
létezik egy olyan Natural Transformation, ami f € C

morfizmusokat F(f) morfizmusokba visz at.
» Masképp: Vf: X ->YeC 3IFX)->F(Y)ecC

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.
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Ez azt jelenti, hogy CCC felett, ha az F funktornak van ereje, akk
» Egy a - b morfizmus szorzata a Funktorialis képével.:

hom(a,b) ® F (a) = F(hom(a, b) Q a)

Amire viszont alkalmazva a Cartesian Closed Kategoriak exponens szabalyait:
F(hom(a,b) ® a) = F(b)

Szavakban: egy a — b fuggvény szorzata egy a-t transzformalo funktor képével
természetesen izomorf egy b-t transzformalo funktor képeével

vV v v Vv

» Funkcionalis programozasban ez lesz a map (fmap) magasabb rendu fliggvény a
kovetkezo szignatUraval:

» (a=b)->fa->fb

Berényi D., Nagy-Egri M. F., Lehel G.
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