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Fourier Transzformacio

A bazistranszformaciok altalaban a kovetkezo alakuak:

N
)= ) ardp)
k=0
Ahol: f a kifejtendo fliggvény, a az Ujbazisbeli egylitthatok, ®-k a (legtobbszor
ortonormalt) bazisfiiggvények. Megj.: forditott iranyban is hasonlo formulat irhatunk fel,
tehat f és a szerepe (melyik az eredeti, melyik a transzformalt) csupan nézopont kérdés

A legegyszer(ibb bazis a Fourier-bazis, ahol: ®,(x) = e ¥
A bazisokhoz tartoznak kitiintetett pontok (kollokacios pontok, ezek a bazishoz tartozo

kvadratura kiértékelési helyei), amik altalaban a bazisok zérus helyei, vagy szélsoértékei.
Fourier esetben altalaban: x; = ZTM -t hasznalunk.

.. 2Tl
Ezekkel a Fourier transzformdcio: f(x;) = f; = ¥N_,ae ™~
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Gyors Fourier Transzformacio

Az otlet az, hogy a szumma atzardjelezheto, és kozos faktorok emelhetoek ki, pl. N=8 esetén:
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Ekkor:

» Afenti zardjelek faktorai kiilonbozéen periodikusak (ahogy k fut 0-tol 7-ig):
Legbeliil 2 a periodus, ezert k=0, 2, 4, 6-ra pontosan ugyanazt a szummat kell kiszamolni, sot k=1, 3
is, csak akkor egy minusz elGjellel.

A []-k kozott 4 a periddus, ezért k={0, 43}, {1, 5}, {2, 6}, {3, 7} csoportokra ugyan az a szumma, de a
faktorok: 1, -1, -i, i.
A ()-kozott 8 a periodus, tehat csak a -1 - szorzas marad meg.

» Ezek kihasznalasaval lényegesen csokkentheto az elvégzend6 szorzasok (és exp s
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Gyors Fourier Transzformacio

A miveletek atrendezése viszont fontos, de elég fura alaku.
I[-Ioa ? bem3enj> t50n2)b ;c])rban van elhelyezve a memoriaban, akkor az indexek:

Az elso lépésben a jelolt parokon kell dolgozni:
[[07 4]7 [1’ 5]) [2) 6]’ [37 7]]

Majd a masodikban:

[[0, 2], [4, 6], [1, 3], [6, 7]]

Végiil:

[[07 1], [27 3]7 [4’ 5]7 [6, 7]]

A parokon végrehajtandé mivelet (pillangd): (x, y) —» (x+ f -y, x — f - y), ahol f faktor az éppe
exponencialis faktor az el6z0 oldalrol.

Viszont ekkor a kimeno tomb sorrendje valdjaban [0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7] lesz.
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Gyors Fourier Transzformacio

A miveletek atrendezése viszont fontos, de elég fura alaku.
Ha a bemeno tomb sorban van elhelyezve a memoriaban, akkor az indexek:
[0,1,2,3,4,5,6,7]

Az elso lépésben a jelolt parokon kell dolgozni:
[[07 4]7 [1’ 5]) [2) 6]’ [37 7]]

Majd a masodikban:

[[0, 2], [4, 6], [1, 3], [6, 7]]

Végiil:

[[07 1], [27 3]7 [4’ 5]7 [6, 7]]

A miveleti parok képzehetbek a kdvetkez6 képpen: félbevagjuk a tombot, majd a két felet elem
rendezzuk. Ekkor végrehajthato a pillango. A kovetkezo lépesben a parok tombjét deflatten-elni k

parstrukturat eltavolitjuk. Ezek utan Ujra képezhetjiik a miveleti parokat a pillangdhoz.

Az eljaras vegen at kell indexelni a tombot, hogy j6 sorrendben legyen a kimenet, amihe
inverzet kell kiszamolni.

Berényi D. - Nagy-Egri M. F.



Gyors Fourier Transzformacio

Linkek:
http://www.librow.com/articles/article-10

Bit reversal:
http://www.katjaas.nl/bitreversal/bitreversal.html
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Katamorfizmusok

Foldokkal listakon ki tudjuk szamolni egy binaris mivelet ismételt alkalmazasat, és eg)
redukalni a kollekciot.

Egyszerlien véggondolhato, hogy ez binaris fakra is mikodik, pl.: a szorzas miivelettel:

Ekkor tehat az eredmény 24.
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Katamorfizmusok

De, mi van akkor, ha tobb féle miveletet szeretnénk végrehajtani a fa
kiilonbozo helyein, pl. mert egy miliveleti fat kell kiértékelniink?
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Katamorfizmusok

Ha tobb lehetséges elagazas, és/vagy csucs fajta van a faban, akkor azok
egy sumtype-ot alkotnak. Sumtype-t csak a match-al tudunk eliminalni,

ezert a fa alulrol felfelé feldolgozasa soran minden ponton egy match-et
kell végrehajtani. Nyilvan minden esethez meg kell adni a megfelelo

kezelo fliggvenyt.
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Katamorfizmusok

Ha pl. a faban a kovetkezo dolgok lehetnek:
Konstans, + mulvelet, * mivelet, / mivelet

Akkor a fa algebrai alakja vazlatosan:
Tree = Constant | Add | Mul | Div

Azonban, mit tarol egy Add? Tarolhat konstanst, alfat (subtree)...

Ahelyett, hogy egy rekurziv definiciot adnank (amit altalaban nem tamogatnak a
tipusrendszerek) :

Tree = Constant Int | Add Tree Tree | Mul Tree Tree | Div Tree Tree

Kénytelenek vagyunk egy nem-rekurziv, de parametrikus definiciot adni, amit majd
teszlink rekurzivva...
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Katamorfizmusok

Ha pl. a faban a kovetkez6 dolgok lehetnek:
Konstans (egész szam), + muvelet, * mivelet, / miivelet

Egy nemrekurziv, de parametrikus definiciot adunk, amit majd késobb tesziink rekurzivva:
Tree a = Constant Int | Add a a | Mul a a| Divaa
ahol a egy tipus paraméter (template arguentum).

A rekurziv fa tipust a Fixpont kombinatorral hozzuk létre, mint a korabbi Faktorialis péeldanal
lattuk:

ExprTree = Fix Tree
Itt Tree a-ban az a helyére maga a Tree helyettesitodik be. A rekurzid nem végtelen: min

értelmes fa elébb utdbb egy Constantban végzodik, aminek nincs a paramétere, ezért
folytathato a rekurzio.

Berényi D. - Nagy-Egri M. F.



Katamorfizmusok

Mivel a Tree egy sumtype, a kiértékelo fliggvénynek is egy sumtype-
nak kell lennie, hogy matchelni lehessen.

Ahhoz, hogy ezek a fuggvények tetszolegesen kombinalhatoak
legyenek, a visszatéreési ertekiknek ugyan annak kell lenniiik.

Pl.:

Evaluator =
Constant — Int|Int — Int — Int| Int - Int = Int|Int - Int — Int
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Katamorfizmusok

Ezt a konstrukciot Kategoria Elméletben F-algebrak néven ismerik.

A fa egy Functor: F a, amit egy nemrekurziv parametrikus tipus
fixalasabol kaptnk.

A kiértékelo az Algebra, amely egy fuggvény kollekcio, amelynek az
eredendo szignaturaja: F a -> a

A fiiggvény, ami a rekurziv bejarast megcsinalja a katamorfizmus
(catamorphism):

cata alg tree = (alg . fmap cata alg . unfix) tree
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree
Ezt a kovetkezo képpen kell olvasni:

» bejon egy tree

» Erre hattatodik egy unfix, ami felfedi az egy szinttel mélyebben fekvo tipust, esetiunkben

Fix tree -> tree (Fix tree), hiszen a fa elemei is fak.

» Az eredményre hattatodik egy map, aminek a fiiggvénye maga a katamorfizmus és az algebra
(azaz mar csak egy tree-t var, amire hatni fog). A tree kotelezéen Functor, tehat a map étezik
ra, és az implementacidja annyi, hogy minden parametrikus (tehat pl. a Constant-ra nem!
elemére hattatja a kapott fliggvényt, ami persze Ujra a felfedett altree-kre fogja meghl
map-et egy unfix utan stb... A lefelé lépkedés addig megy, amig minden agon el nem érj
nemrekurziv végelemet (Constant), erre ugyanis nem hat a map!

» Amikor a map visszatér, akkor keriil a vezérlés az algebrahoz.
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

egyenesen megy az algebraba.
» Matchelodik ra az elso fliggveny, ami mondjuk Int-et csinal belole (csak kiveszi a tarolt ér

» Az eggyel feljebbi szinten ez a visszaadott Int keriil a faban a korabbi alfa helyére, és'\ezzel
vissza a map.

» Ezen a szinten az algebra mar egy sumtype-ot kap, aminek minden rekurziv alaga mar ki lett

értékelve, és csak az adott szinten levo miveletet kell elvégeznie.

A kovetkezokben ezt lépésenként leirjuk:
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:
Unfix, map: ekkor itt a tipus még: tree (Fix tree)
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:
Unfix, map: ekkor itt a tipus még: tree (Fix tree)

Unfix, map: ekkor itt a tipus is még: tree (Fix tree)
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:
Unfix, map: ekkor itt a tipus még: tree (Fix tree)

Itt a map nem hat, mert a Constant nem parametrikus, ezert a tipus még mingc
tree (Fix tree)
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:
Unfix, map: ekkor itt a tipus még: tree (Fix tree)

Hattatddik az algebra, ami a Constant Int-bél visszaadja az Int-et.
Ez mindkét agon megtorténik egymastol fiiggetleniil.
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:
Unfix, map: ekkor itt a tipus még: tree (Fix tree)

A belso cata visszatér az egyik agon 1-el, a masik agon 3-al.
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:

Itt a map megkapja a visszatérési értékeket, amiket visszacsomagol a Functor
& strukturaba, ekkor ezen a szinten a tipus tree Int lesz!
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Belépés:

Végul ezen a szinten is meghivodik az algebra a tree Int -el, de mivel ez most
ag, ezéert az ennek megfelelo fliggvény fog a match-be keriilni, és elvégzodik az
osszeadas, aminek az eredménye Int.

Berényi D. - Nagy-Egri M. F.




Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: tree Int -> Int

Visszatéreés:
A legkiilso cata hivas visszatér Int 4-el.
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Katamorfizmusok

cata alg tree = (alg . map cata alg . unfix) tree

alg :: treea -> a

Katamorfizmusokkal tetszoleges fakon tetszoleges alulrol felfelé bejarast / kiértékelést
segitsegiikkel kiabsztrahalhatdo a mélységi bejaras.

A catamorfizmusok a fold altalanositasai, amikoris a lista struktura helyett tetszoleges fixa
functor sumtype van, és egyetlen fuggvény helyett pedig ennek megfelelé szamu.

Olvasnivalok, amik részletesebben elmagyarazzak az elméletet és az implementaciot:
http://bartoszmilewski.com/2013/06/10/understanding-f-algebras/

http://ericniebler.com/2013/07/16/f-algebras-and-c/
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Anamorfizmusok

Az unfoldok megfelelo altalanositasai az anamorfizmusok:

ana coalg seed = (fix . map ana coalg . coalg) seed

coalg :: a -> tree a

Ezek felllrol lefelé bejarast valdsitanak meg, minden lépésben a tree struktiraba csomaga
kapott eredményeket, és az Uj értékeket hasznalva seednek a kovetkezo6 lépésben.
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Megjegyzesek a példakodhoz

A sumtype-okat altalaban ugy szokas implementalni, hogy forditas idében ismert, hogy \mi
lehetosegeket tarolhat, €s az aktualis valasztas a futasideji erték.

Ez leforditva a fak nyelvere azt jelenti, hogy a fa lehetséges agtipusai ismertek, de a konkrét
aktualis strukturaja (hogy hol milyen mivelet van kijelolve) nem. Pl. beolvasunk egy miveleti
egy filebol.

A numerikus gyakorlatban azonban az ember tudja, hogy milyen miveleti fat akar lekodolni, es
mindent forditasidoben akar leirni, hogy a forditd mindent ki tudjon optimalizalni.

Ekkor, ha template nyelven implementaljuk a katamorfizmusokat, akkora fix €s unfix nem csina
semmit, hiszen nincs tipusa a tipus szintl értékeknek. Azonban, ha tovabbra is egyetlen
implementaciot akarunk hasznalni érték és tipus szinten, akkor egyetlen alakot kell ac
nak, ezért van kiirva a példaban a fix, unfix.
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Megjegyzesek a példakodhoz

Az orai masodik példa egy A — kalkulust implemental.
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